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Abstract. — Bertini classified the birational involutions of the complex projective plane, but his geometric approach does not 
allow to explicit these maps easily. In this article, we present an effective approach to this problem by associating to each quadratic 
foliation a birational involution which is, in the generic case, a Geiser involution; this subject has already been covered by Geiser, 
Milinowski, Williams and alt. We end by making experiences, obtaining trivolutions from some foliations of degree 3. 
2010 Mathematics Subject Classification. — 14E07, 37F75. 

Resume. — La classification des involutions birationnelles du plan projectif complexe remonte essentiellement a Bertini ; cette 
classification de nature geometrique permet difficilement la construction explicite de telles involutions. Nous proposons une ap- 
proche effective permettant d'associer a tout feuilletage quadratique une involution qui, dans le cas generique, est de Geiser; ce 
sujet a deja ete etudie par Geiser, Milinowski, Williams et alt. Nous presentons ensuite quelques experiences qui produisent des 
trivolutions a partir de feuilletages cubiques tres speciaux. 
Classification mathematique par sujets (2010). — 14E07, 37F75. 



1. Introduction 

Dans ce texte on va donner une construction qui relie feuilletages de degre 2 (resp. 3) et involutions (resp. trivolutions) 
birationnelles. A un feuilletage T de degre 2 du plan projectif complexe, on peut associer une involution birationnelle : 
une droite generique de P 2 (C) a deux points de tangence avec J ; 1' application l 7 qui permute ces deux points est 
une involution birationnelle dite involution associee a J . On relie les points eclates par I T et les points singuliers 
de T ; les courbes contractees par I T et les courbes des points de tangence entre f et les pinceaux de droites passant 
par les points singuliers de J ; 1' adherence des points d' inflexion de J et F adherence des points fixes de l, f . On 
montre que 1' involution associee a un feuilletage quadratique generique de P 2 (C) est une involution de Geiser; ceci 
permet d'en donner des exemples explicites. On s'interesse en particulier au feuilletage Jj de Jouanolou de degre 2 
pour lequel 1' involution associee l Tj est une involution de Geiser; le groupe engendre par l, fj et le groupe d'isotropie 
de J j est un sous-groupe fini d'ordre 42, non linearisable du groupe de Cremona. Traditionnellement les involutions de 
Geiser sont construites via la donnee d'un pinceau de cubiques en position generale ( 133.21 ). Comme nous l'a indique le 
referee la construction explicite de telles involutions, ou les problemes qui lui sont connexes, a interesse de nombreux 
mathematiciens parmi lesquels il faut citer Weddle, Hart, Hesse, Chasles, Cayley, Geiser, Milinowski. Dans un article 
ecrit en 1920 Williams redecouvre et precise la demarche de la construction de F involution de Geiser associee a sept 
points en position generale (| Wil20|) ; il en donne les degenerescences, degenerescences associees a celles de la position 
des points. Evidemment la lecture de cet article montre Fetendue des connaissances sur le sujet mais presente une 
certaine difficulte due en particulier a F evolution du langage et aux evidences propres a une epoque dans un domaine 
qui revient a Fordre du jour. 
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Reciproquement a une involution birationnelle / = (l\ , / 2 ) on peut associer le feuilletage f decrit en carte affine par le 

champ de vecteurs (x — l\ (x,y)\ + (y — / 2 (x,y)^ ^. Ce feuilletage est de degre pair 2n avec n > 1 et chaque droite 

generique contient n orbites distinctes suivant /; c'est par exemple le cas pour les involutions de Bertini ou les orbites 
sont arrangees en constellations de 4 orbites en alignement. En degre 2 F adherence des points d' inflexion de J est 
contenue dans F adherence des points fixes de hj ; on verra que ce n'est plus le cas en degre superieur : les courbes de 
points d'inflexion peuvent etre permutees par hj . 

Considerons un feuilletage T de degre 3 sur P 2 (C). Toute droite generique de P 2 (C) est tangente a J en trois points. 
L'« application » qui echange ces trois points est en general multivaluee; on donne un critere qui assure que cette 
application est birationnelle ce qui permet de produire des exemples explicites. On considere en particulier le cas des 
feuilletages homogenes generiques ; Feventuelle trivolution associee est necessairement de Jonquieres. On produit des 
exemples qui permettent de construire des 3-tissus hexagonaux sur C 2 . 

Remerciements. — Dans [ Wil20| on trouve le passage suivant : « However, Professor H. S. White, to whom this paper 
was refered, pointed out the subject had been well covered by Geiser and Milinowski ». Nous remercions le referee qui 
nous a indique cette litterature ancienne et dont le commentaire etait proche de celui de White. 



2. Quelques definitions et notations 

2.1. Transformations birationelles. — Une transformation rationnelle f : P 2 (C) --->P 2 (C) du plan projectif complexe 
dans lui-meme est de la forme 

(x:y:z)i-^ (fo(x,y,z) -fi(x,y,z) : f 2 (x,y,z)), 

les fi designant des polynomes homogenes de meme degre sans facteur commun. Le degre de / est, par definition, 
le degre des Une transformation birationnelle est une transformation rationnelle qui admet un inverse, lui-meme 
rationnel. Le groupe de Cremona, note Bir(P 2 (C)), est le groupe des transformations birationnelles du plan projectif 
complexe. Le lieu d'indetermination de /, ou encore Fensemble des points eclates par /, est le lieu d'annulation des /,; 
on le designe par Ind(/). Le lieu exceptionnel de / est Fensemble des zeros du determinant jacobien de /; on le 
note Exc(/). On dit que les elements de Exc(/) sont les courbes contractees par /. Designons par Fix(/) Fadherence 
des points fixes de /; c'est une union de courbes et de points isoles. 



(x : y : z) m> (yz : xz : xy) 



Exemple 2.1. — La transformation dite in volution de Cremona 

o: P 2 (C) -^P 2 (C), 
est birationnelle de degre 2. On verifie que 

Ind(a) = {(1 :0:0), (0 : 1 : 0), (0 : : 1)}, Exc(o) = {x = 0} U {y = 0}U{z= 0}, 

Fix(o) = {(1 : 1 : 1), (1 : 1 : -1), (1 : -1 : 1), (-1 : 1 : 1)}. 

Le groupe de Jonquieres dJ est le sous-groupe maximal de Bir(P 2 (C)) forme des transformations preservant la fibra- 
tion y = cte, i.e. 



dJ ~ PGL 2 (C(y)) x PGL 2 (C) 



q(y)x + b(y) qy + P 
c{y)x+d{yY jy + 8 



a b 
c d 



G PGL 2 (C(y)), 



a p 
y 8 



G PGL 2 (C) 



On appelle transformation de Jonquieres toute transformation birationnelle preservant une fibration rationnelle, ceci 
etant justifie par le fait que toute fibration rationnelle est birationnellement conjuguee a la fibration y = cte. Lorsque la 
a P 



matnce 



y 8 



represente Fidentite, on dit que la transformation correspondante respecte la fibration fibre a fibre. 
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2.2. Feuilletages. — Un feuilletage holomorphe J de codimension 1 et de degre v sur P 2 (C) est defini par une 1 -forme 
du type 

co = u(x,y,z)dx+v(x,y,z)dy+w(x,y,z)dz, 
ou u, v et w sont des polynomes homogenes de degre v + 1 sans composante commune verifiant l'identite d'Euler : 

xu(x,y,z) +yv(x,y,z) +zw(x,y,z) = 0. 

Le lieu singulier Sing(^" ) de f est le projectivise du lieu singulier de CO 

Sing(co) = {(x,y,z) € C 3 1 u(x,y,z) = v(x,y,z) = w(x,y,z) =0}. 

En restriction a la carte affine z — 1 la 1 -forme CO s'ecrit u(x,y, l)dx + v(x,y, l)dy — udx + vdy + §(xdy ~ydx) ou u et v 
sont des polynomes de degre au plus v et un polynome homogene de degre v. 

Soient J un feuilletage de degre v sur le plan projectif complexe, 2? une droite generale et p un point de <D non singulier 
pour f . On dit que J est transverse a <D en p si la feuille L p de f en p est transverse a 2) en p\ sinon on dit que p est 
un point de tangence entre <D et J . Le degre v de J est exactement le nombre de points de tangence entre 2) et J . 
La classification des feuilletages de degre ou 1 sur P 2 (C) est connue depuis le XIX eme siecle ([ Jou79|). Un feuilletage 
de degre sur P 2 (C) est un pinceau de droites. Tout feuilletage de degre 1 sur le plan projectif complexe possede 
trois singularites comptees avec multiplicite, a, au moins, une droite invariante et est donne par une 1 -forme fermee 
rationnelle (dit autre ment il existe un polynome homogene P tel que co/P soit fermee) ; les feuilles sont les composantes 
connexes des « niveaux» d'une primitive de cette 1 -forme. Pour V > 2 peu de proprietes ont ete etablies, si ce n'est la 
non existence generique de courbe invariante ( ||Jou791 | CLN 91 |). 

Un point regulier m de J est dit d'inflexion (pour J ) si L m a un point d'infiexion en m; on designe par Flex(7 r ) 
F adherence de ces points. Presentons un moyen de determiner cet ensemble Flex(j ) donne dans IPerOlL Soit Z = 
E-^ + + G^z un champ de vecteurs homogene sur C 3 non colineaire au champ radial R = x^ +y^ + Z decri- 
vant <f , i.e. tel que 

(0) co = z'Rz'zdxAdyAdz. 

Definissons le polynome H par 

~ x E Z(E) ~ 



M{x,y,z) =det 



y F Z(F) 
z G Z(G) 



notons que Ji ne depend pas des choix de CO et du champ de vecteurs Z satisfaisant (0), tout du moins a constante 
multiplicative pres. D'apres flPerOll le lieu des zeros de H est constitue de Flex(^F ) et de l'ensemble des droites 
invariantes par <J . 

Soit J un feuilletage de degre v sur P 2 (C). L' application de Gauss est 1' application rationnelle Q de P 2 (C) dans P 2 (C) 
qui a un point regulier m associe la tangente T m L m a L m en m. Le lieu exceptionnel de Q coincide avec les droites 
invariantes par <J et les points d'indetermination de Q sont les points singuliers de <J . Un point m est dit generique 
pour f s'il est regulier et si T m L m a exactement v contacts avec J . L'ensemble des points generiques pour J est le 
complement de [jH =0). Notons A le lieu des zeros de 9i et A' son image par Q . Soit 2) un point de P 2 (C) \ A'; la 
fibre Q _1 ({£>}) contient exactement v points et la restriction 

£| P2(CAA :P 2 (C)\A^P 2 (C)\A' 

de Q a P 2 (C) \ A est un revetement. On peut se demander a quelles conditions un tel revetement possede des automor- 
phismes qui sont birationnels ; on donne dans la suite quelques elements de reponse a cette question. 
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3. Feuilletages quadratiques et involutions birationnelles 

3.1. Construction de l'involution et premieres proprietes. — A tout feuilletage J de degre 2 defini sur le plan projectif 
complexe on peut associer une involution birationnelle l r . En effet considerons un point generique m pour J ; le 
feuilletage etant quadratique T,„L m est tangente a f en un second point p, l'involution l r est la transformation qui 
echange ces deux points. Plus precisement supposons que J soit decrit par le champ de vecteurs X. L' image par I 7 d'un 
point generique pour f est le point m + sX(m) ou s est l'unique parametre non nul pour lequel X(m) et X(m + sX(mj) 
sont colineaires. 

Soient q un point singulier de f et T{q) le pinceau de droites passant par q. La courbe des points de tangen- 
ce Tang(j ,P(q)) entre les feuilletages J et T{q) est contractee par lj sur q. On constate que toutes les courbes 
contractees sont de ce type. Par ailleurs notons hw(f ) Fensemble des droites invariantes par f . On a l'inclusion 
Flex ( J ) C Fix(/j ). On verra plus loin des exemples ou certaines droites de lnv(f ) sont dans Fix(l f ) et d'autres sont 
contractees par l f . 

Pour J generique l r a sept points d'indetermination correspondant aux sept points singuliers du feuilletage et sept 
courbes contractees qui sont des cubiques a point double ; on reviendra plus loin sur ce point. 

Definition. — Soit T un feuilletage sur P 2 (C). Le sous-groupe de Aut(P 2 (C)) qui preserve f s'appelle le groupe 
d'isotropie de f ; c'est un sous-groupe algebrique de Aut(P 2 (C)). On le note Iso( f ) 

Iso(j) = {(pe Aut(P 2 (C))|(p*!T =T}. 

Remarque 3.1. — Soient f un feuilletage quadratique et l r l'involution associee; l r commute a tous les elements 
de Iso(j ). 



3.2. Classification des involutions birationnelles du plan projectif complexe. — Avant d'enoncer le resultat de Bertini 
repris par Bayle et Beauville, introduisons trois types d'involutions qui, comme on le verra, jouent un role tres particulier. 
Soient pi, . . . , pi sept points de P 2 (C) en position generate, c'est-a-dire satisfaisant les conditions suivantes : il n'y en 
a pas trois alignes et il n'y en a pas six sur une conique. Designons par L le systeme lineaire de cubiques passant par 
les pi\ il est de dimension 2. Soit p un point generique de P 2 (C); considerons le pinceau L p constitue des elements de L 
passant par p. Un pinceau de cubiques generiques ayant neuf points base, on definit par Ig(p) le neuvieme point base 
de L p . L'involution Iq = la{p\ , ■ ■ ■ ,Pi) qui a P associe Ig(p) ams i construite est appelee involution de Geiser. On peut 
verifier qu'une telle involution est birationnelle de degre 8 et que ses points fixes forment une courbe non hyperelliptique 
de genre 3, de degre 6 avec 7 points doubles ordinaires qui se trouvent en les Le lieu exceptionnel d'une involution 
de Geiser est constitue de sept cubiques passant par les sept points d'indetermination de Iq et singuliere en l'un des sept 
points (cubiques a point double). 

Considerons Fensemble S des sextiques ayant huit points doubles p\, . . . , p% en position generate. Fixons un point m 
de P 2 (C); le pinceau des elements de S ayant un point double en m contient un dixieme point double m' . L'involution 
qui echange les points m et m! est une involution de Bertini que Ton note Ig — Ib(pi,--- ,Ps)- Les points fixes de Ig 
forment une courbe non hyperelliptique de genre 4, de degre 9 avec des points triples en les pt, dont la normalisee est 
isomorphe a une intersection non singuliere d'une surface cubique et d'un cone quadratique dans P 3 (C). 
Pour finir introduisons les involutions de Jonquieres. Soit C une courbe irreductible de degre v > 3. On suppose 
que C possede un unique point singulier p qui soit de plus un point multiple ordinaire de multiplicite v — 2. Au 
couple (C,p) on va associer une involution birationnelle I^j qui fixe la courbe C et preserve les droites passant par p. 
Soit m un point generique de P 2 (C); notons q m , r m les deux points d' intersection, distincts de p, de la droite (pm) 
avec C- La transformation /dj associe au point m le conjugue harmonique de m sur la droite (pm) par rapport a q m 
et r m \ dit autrement le point Im(m) verifie la propriete suivante : le birapport de m, ldj(m), q m et r m vaut —1. La 
transformation /^j est une involution de Jonquieres de degre v centree en p et preservant C ■ L'ensemble des points fixes 
de / dJ est precisement la courbe C qui est de genre v - 2 pour V > 3. Pour v = 2 la courbe C est une conique lisse ; on 
fait alors la meme construction en choisissant un point p exterieur a C ■ 



FEUILLETAGES ET TRANSFORMATIONS PERIODIQUES 



5 



Definition. — On dira qu'une involution est de type projectif si elle est birationnellement conjuguee a une involution 
projective, de type Jonquieres si elle est birationnellement conjuguee a une involution de Jonquieres ; de meme on 
parlera d' involution de type Bertini, resp. de type Geiser. 

L'enonce suivant donne la classification des involutions birationnelles. 

The or erne 3.2 ( 1Ber771 lBB00l). — Une involution birationnelle est de l'un des quatre types : projectif, Jonquieres, 
Bertini ou Geiser. 

Dans [BB00| les auteurs montrent aussi que les classes de conjugaison des involutions de Bir(P 2 (C)) sont uniquement 
determinees par le type birationnel des courbes de leurs points fixes. 

3.3. Feuilletages quadratiques generiques de P 2 (C). — Rappelons qu'un feuilletage quadratique a sept points sin- 
guliers comptes avec multiplicite ; de plus si on se donne sept points en position generale (dans le meme sens que 
precedemment) il existe un et un seul feuilletage quadratique ayant ces sept points pour points singuliers (|GMK89|). 

Theoreme 3.3. — Soient pi, . . . , pi sept points de P 2 (C) en position generale. Soient J le feuilletage quadratique 
deP 2 (C) dontle lieu singulier est constitue des pt et Iq l'involution de Geiser associee aux pi. L'involution l r associee 
a J et Iq coincident. 

Corollaire 3.4. — L'involution associee a un feuilletage quadratique generique surP 2 '(C) est une involution de Geiser. 
Demonstration du theoreme \3.3\ — Soit Q. une 1 -forme definissant J 

Q. = udx + vdy + wdz 

avec u. v, w des polynomes homogenes de degres 3 en x, y et z satisfaisant l'identite d'Euler, i.e. xu+yv + zw = 0. 

L' ensemble des cubiques passant par les sept points singuliers est d'apres l'hypothese de genericite un plan projectif. II 

s'identifie au projectivise P(E) de Fespace vectoriel E = {X\u + X2V + X3W | A,,- € C} . 

Reprenons l'involution de Geiser Iq associee au 7-uplet de points P = (pi,. ■ ■ ,pi). Sim est un point generique du plan 
projectif complexe, Fensemble des elements de P(E) passant par m est un pinceau P(E(m)) avec 

E(m) = |A-im + X2V + A.3W I Xi G C, Xiu(?n) + X2v(rn) + Xiw(rn) = o| 

ou in est un releve de m a C 3 \ {0}. Ce pinceau contient les p,, m et done un autre point base note m'. L'involution de 
Geiser est la transformation qui a m associe m'. Remarquons que E(m) = E(m') et que par suite £2(m) et O(m') sont C- 
colineaires, i.e. les plans ker£2(m) et keri2(m') sont identiques. Notons aussi que l'identite d'Euler assure que m et m' 
appartiennent a ce plan. II en resulte que ker£2(m) — kerQ.(m') est le plan defini par m et in' . Ceci se traduit sur P 2 (C) 
de la facon suivante : la droite (mm') dans P 2 (C) est tangente af en m et m'; par consequent l'involution de Geiser Iq 
est exactement l'involution l 7 associee au feuilletage J . □ 

Les deux remarques qui suivent precisent ce qui est annonce au §13.11 

Remarque 3.5. — Si J est un feuilletage quadratique, le polynome H associe a J est de degre 6; generiquement un 
tel J n' a pas de droite invariante ( HJou791 | CL N91 |) done Flex(^T ) et (y{ — 0) coincident. D' autre part comme Ij est de 
type Geiser sa courbe de points fixes est une courbe irreductible de degre 6, ce qui force l'inclusion Flex( J ) C Fix(/ ? ) 
a etre une egalite. 

Remarque 3.6. — Supposons que l'origine de la carte z — 1 soit un point singulier de f . Comme f est generique, il 
est, pour un bon choix de coordonnees affines, decrit par 

X=(x+...)j- + (ay + ...)j-, a?{0,l}. 
ox ay 

Soit 1 1 — y (x(t),y(t)) une courbe integrale locale de X qui n'est pas une droite ; les points d'inflexion sur cette courbe 
integrale sont donnes par xy — yx — 0. L'ensemble Flex(f ) est done decrit au voisinage de l'origine par a(a — l)xy + 
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. . . = 0. II en resulte que generiquement Flex(^T ), et done Fix(/^ ), est une sextique avec 7 points nodaux ce qui est un 
resultat classique. 

3.4. Exemples explicites d'involution de Geiser. — Soit f un feuilletage quadratique generique sur P 2 (C); on peut 
supposer a conjugaison lineaire pres que (1 : : 0), (0 : 1 : 0), (0:0: 1) et (1 : 1 : 1) sont singuliers pour J . Le 
feuilletage J est alors defini par 

(ex 2 y + ax 2 + bxy + cx + ey) ^- + (exy 2 +Ay 2 + Bxy + Cx + Ey) 

ox ay 

Puisque generiquement la droite a rinfini n'est pas preservee par f le coefficient e est non nul et on se ramene a e = 1; 
de plus on a l+a + b + c + e= l+A+B + C + E = 0, ces deux dernieres conditions assurant que ( 1 : 1 : 1 ) est singulier. 

L' involution associee I, f s'ecrit (jf^iYv^j avec 

U\ = (B — a) (e —A(B — a))x 3 y 2 + (e{uB -a 2 +C)+ 2AC(a - B))x 3 y + C(aE -AC)x 3 + e(AE — bE — cA + eB)y 3 



2(A 2 c -eE- bcA - A 2 E) - aeA + ce + beB + 3bAE - b^Ejxy 3 + (cE - eC) (E - c)xy + e(eC- cE)y 2 
(aeB -eC- eB 2 + E 2 - cE + bBE + 2(bAC -acA-A 2 C- abE - ABE + cAB) + 3aAE) x 2 y 2 +C(cE- eC)* 2 



2(cAC - eCB - acE - ACE) + aE 2 + cBE + bCE + aeC) x 2 y+(2A(A-b)(a-B)+e(a-B) + (A-b)E)x 2 y 



3 

+ {b-A) (e - A(b - A) jxy 4 + (beC - aeE - c 2 A + bE 2 -AE 2 + 3cAE + ceB - eBE - 2bcE)xy 2 +e(A 2 -bA + e)y A 
V] = (la{a—B)(b—A) — ac -AC + bC + cB) x } y 2 + {A-b) (a(A -b) + c) x 2 y i + (a- B)(c + a(a - B))x 4 y 



+ [2(aBE + cC - a 2 E + a 2 c) - 3acB -CE + aAC - bBC + cB 2 Jx 3 y + C(cE - eC)x 2 + (E-c) (cE - eC)xy 

+ (2(aAE - aeB + abc - abE + cAB + a 2 e) + b 2 C + eC - bcB - c 2 - 3acA - bAC + cE^jx 2 y 2 - C(C -aB + a 2 )x 4 

+ (2cBE + aE 2 - bCE - 3acE - c 2 B + bcC + cAC - eCB + ac 2 )x 2 y + C(aE -bC- ac + cB)x 3 +e(ae- cA)y i 

+ (2(ace + beC - aeE + cAE) - c 2 A - ceB - eAC - bcE^jxy 2 + (cA 2 - ce - bcA + 2ae(b - A) ) xy 3 +e(eC- cE)y 2 , 

U 2 =xy 2 + Ay 2 + Bxy + Cx + Ey, V 2 =x 2 y + ax 2 +bxy + cx + ey, 

T = (C-aB + a 2 )x 1 + (E-c-AB + ab)xy + (bC-cB-AC + ac)x+(bA-A 2 -e)y 1 + (bE — eB — AE + ae)y, 

Pour des choix generiques des coefficients ceci permet d' avoir des exemples explicites d' involutions de Geiser « nor- 
malisees » au sens oil 4 des points d'indetermination parmi les 7 sont fixes comme precedemment. Voici comment on 
procede. On choisit dans C 2 C P 2 (C) trois nouveaux points m\, 1112, m$ de sorte que dans nos sept points il n'y ait 
pas de configurations de 3 points en alignement. On cherche alors des coefficients a, b, c, A, B, C tels que le champ X 
correspondant s'annule en les m,-. Si m, = (x, -,yi) on doit resoudre le systeme lineaire 

(x 2 -yt)a+ (xiyi -yi)b+ (xi - yi)c = y t - x 2 y t 
(y 2 - yi)A + (xiji - yi)B + (xi - yi)C = y t - x t yj 

avec i = 1, 2, 3. Notons D(mi,m2,m$) le determinant de la matrice associee. Si les points m, sont choisis de sorte 
que D(mi,m2,m$) soit non nul, on peut trouver le champ X recherche. II reste ensuite a verifier que X definit bien un 
feuilletage quadratique e'est-a-dire que les composantes de X sont sans facteur commun. On est alors assure que pour 
ces 7 points, il n'y a pas de conique passant par 6 d'entre eux ; en effet si C est une conique lisse et J un feuilletage 
quadratique sur le plan projectif complexe, C contient au plus cinq points singuliers de J (voir HCOOOI ). On constate 
que ces involutions sont bien de degre 8 . 

Avec les notations precedentes Fenonce qui suit resume la procedure qui n'utilise que de l'algebre lineaire. 
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Proposition 3.7 . — Soientmi,m2,mj, trois points generiques dans C 2 . Soit(a,b,c,A,B 7 C) une solution de (3. It . Alors 
1 'involution associee aux sept points (1 : : 0), (0 : 1 : 0), (0:0: 1), (1 : 1 : l),mi,rri2 etm^ est donneepar , 7%) ' 
C'est une involution de Geiser. 

Remarque 3.8. — Dans [WU20] Fauteur explique comment, lorsque les m, sont en position speciale, l'involution 
degenere (baisse du degre, courbes invariantes...) 

Exemple 3.9. — Si m\ = (j, |) , mi = (f , |) et = (5,5), l'involution associee L f s'ecrit alors (^yjj^, jy^j avec 

U\ = 122arV - 1844x 3 ;y + 693.v 3 -2456;t 2 y 3 +3624x 2 y 2 - 1054jt 2 y- 198.V 2 + 1184xy 4 - 1768xy 3 + 259.ry 2 + 286xy + 144/ - 36y 2 - 54y 3 , 
V, = 916x 4 y - 792,r 4 + 1988x 3 y 2 - 5456.v 3 y + 3267.V 3 - 3848x 2 y 3 + 5652x 2 y 2 + 242x 2 y - 2178.V 2 + 2936xy 3 - 595 lxy 2 + 3146xy + 414>' 3 - 396/, 

U 2 =xy 2 -%y 2 + H-ry - x+ ^-y, V 2 = - ^-x 2 + 1 1* 2 .V -^-xy+^-x+ 2y. T = -2(36.* 2 - 378xy + 198* + 396y 2 - 252y) ; 
1818 9 18 18 9 

c'est une involution de Geiser. 

Dans les paragraphes qui suivent, on s'interesse aux involutions associees a des feuilletages ayant des proprietes, par 
exemple de symetries, speciales. 



3.5. Feuilletage quadratique de Jouanolou. — Le feuilletage J j est decrit dans la carte z = 1 par la 1 -forme 

«V = (^)J- + (^-l)|; 

cet exemple est du a Jouanolou ( HJou79|| ). Historiquement c'est le premier exemple connu de feuilletage sans courbe 
algebrique invariante ([ Jou79|) ; c'est aussi un feuilletage qui n'admet pas d'ensemble minimal non trivial si Ton en 
croit [CdFOl]. 

L'involution associee l Tj est donnee par 

{xy 1 + 3x 5 y 2 z - x 8 - 5x 2 y 4 z 2 + 2yV + x 3 yz 4 - xz 1 : 3xyh 2 + 2x 5 Z 3 - x 1 y - 5x 2 y 2 Z 4 +x 4 y 3 z + yz 7 - v 8 : 
xyV - 5x 4 y 2 z 2 -y 1 Z + 2x 3 y 5 + 3x 2 yz 5 - z 8 +x 1 z) . 

Elle est de degre 8; par ailleurs Ind(/j y ) = Sing( f /) = { '■ ^~ 2 -' '■ 1) \j = 0, . . . ,6} oil ^ designe une racine 7-ieme de 
1' unite. 

On constate que !H (x,y,z) = 2(3x 2 y 2 z 2 — xy 5 —x 5 z — yz 5 ); puisque f j n'a pas de courbe algebrique invariante Flex( f j) 
coincide avec le lieu des zeros de H et c'est aussi Fix(lr Fj ). Le point (1 : 1 : 1) est un point singulier de Flex( f j) de 
type point double ordinaire. En faisant agir le groupe d'isotropie de Jj 

Iso(j/) = <(y : z: x), &x : c y 'y :z)\j = 0..6) 

on constate que chaque point singulier de fj est un point double ordinaire de Flex( J /); on peut verifier que ce sont les 
seuls points singuliers de Flex(j j) . Le lecteur se convaincra aisement de l'irreductibilite de H . II s'en suit que Flex( J j) 
est irreductible et de genre ( 6-1 K 6 ~ 2 ) —7 = 3. Les points de Sing (j j) sont par F argument precedent en position generale 
et par consequent l'involution l Tj est une involution de Geiser. Le groupe engendre par l Tj et Iso(j j) est un groupe 
fini qui ne peut etre conjugue a un sous-groupe de Aut(P 2 (C)) par une transformation birationnelle (le genre 3 des 
points fixes de I jr. est une obstruction). Ce groupe apparait dans la classification des sous-groupes finis de Bir(P 2 (C)) 
{voir llDB V 

On peut done enoncer le resultat suivant. 

Proposition 3.10. — L'involution l fj associee au feuilletage de Jouanolou de degre 2 est de type Geiser. Le groupe 
engendre par l Tj et le groupe d'isotropie de Tj est un sous-groupe fini d'ordre 42, non linearisable du groupe de 
Cremona. 
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Si 1' involution associee a un feuilletage quadratique est precisement de degre 8, est-elle de type Geiser? La reponse, 
negative, est donnee au 93.6.21 



3.6. Feuilletages quadratiques de P 2 (C) ayant une unique singularity. — Contrairement au paragraphe precedent 
consacre au cas generique, on s'interesse ici a une categorie de feuilletages quadratiques ires particuliers, ceux qui 
comptent une seule singularite ; la classification de ces elements a ete etablie dans [CDGBM]. 

Theoreme 3.11 ([CDGBM]). — A automorphisme de P 2 (C) pres, il y a quatre feuilletages quadratiques sur P 2 (C) 
ayant une seule singularite ; ils sont decrits par les l-formes suivantes 

(Oi = x 2 dx+y 2 (xdy — ydx); ©2 =x 2 dx+ (x+y 2 )(xdy — ydx); 

CO3 =xydx+ (x 2 +y 2 )(xdy-ydx); 034 = (x + y 2 - x 2 y)dy +x(x + y 2 )dx. 

On designe par fk le feuilletage associe a co^. 

Dans chaque eventualite le point singulier est situe en Forigine : Sing(^) = {(0:0: 1)}. Les trois premiers feuilletages 
produisent des involutions de Jonquieres de degre inferieur ou egal a 4. Examinons par exemple l'involution associee 
aJi. 

3.6.1. Le feuilletage f \ et son involution lj { . — L'involution associee a f\ est l, fl = (x 3 : — x 2 y : x 2 z — 2y 3 ); on remarque 
qu'elle preserve la fibration y/x = cte. Elle est de degre trois et ses points fixes Fix(/ 3 r 1 ) coincident avec la droi- 
te y — 0; c'est exactement l'ensemble des points d'infiexion de <J\. L'unique droite contractee par L Jl est la droite 
d'equation x = 0. La transformation 1^ s'ecrit (—y,z — 2y 3 ) dans la carte affine x = 1; elle est conjuguee a (— y,z) 
viafi = (y,z + y 3 ). 

On sait, d'apres [CDGBM], que Iso(^Ti) = {(P 3 x : p 2 y : z + jx) \ y £ C, P G C*}; ce groupe est isomorphe au groupe 
des transformations affines de la droite. On constate que tout element de Iso(jFi) est invariant par conjugaison par l\\ 
autrement dit le groupe (Iso(jFi), l^i) engendre par Iso(Ji) et l, fl est linearisable (via i\) dans Bir(P 2 (C)). 

3.6.2. Le feuilletage Ja, et l'involution l j4 . — Le feuilletage Ja, induit l'involution de degre 8 donnee par 

l u = ({xz + y 2 )(xyz + x i +y 3 ) 2 : ((2x 2 - yz)(xyz + x i + y 3 ) -x 5 +x 3 yz-x 2 z 3 - xy 2 z 2 ){xyz + x 3 +y 3 ) : 

xy 7 -x 7 y-3xy 4 ^ - 3x 2 /z 4 + 4xV + 6x 2 y 5 z + 9x 3 y 3 z 2 -x 4 y 4 +x 5 y 2 z-x 3 z 5 +2x 6 z 2 -y 6 z 2 ). 

Comme on l'a dit precedemment un feuilletage quadratique generique produit une involution de Geiser de degre 8 
done. Le feuilletage J\ produit une involution de degre 8 : ainsi la degenerescence du feuilletage ne conduit pas tou- 
jours a une perte de degre de l'involution associee. Toutefois n'est pas de type Geiser. Elle possede un seul point 
d'indetermination et son ensemble exceptionnel Exc(/^ 4 ) = {xyz + x 3 +y 3 —0} est une cubique a point double. 
Un calcul montre que H {x,y,z) = x 4 yz + x 3 y 3 +x 6 — 3xy 4 z — y 6 — x 3 z 3 — 3x 2 y 2 z 2 . D'apres [ CDGBM | le feuilletage T4 
n'admetpas de courbe algebrique invariante, par suite Flex( Ja) = Fix(ijr 4 ) et {H — 0) coincident. 
Le changement de variables (y,z — y 2 ) permet de constater que Flex(j4) = Fix(/ ? r 4 ) est une courbe rationnelle et ijr 4 
est de type projectif. 

Le groupe d'isotropie de Ja est donne par Iso(^4) = {id, (jx : j 2 y : z), (j 2 x : jy : z)}, oil j = e 2lIt / 3 , et commute, comme 
on Fa dit, a If 4 . Le groupe engendre par If 4 et lso(f4) est un sous-groupe abelien a huit elements de Bir(P 2 (C)). 
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3.7. Feuilletages et pinceaux de coniques. — Les feuilletages f associes a des pinceaux de coniques jouent un role 
particulier dans la classification des feuilletages quadratiques car leur ensemble Flex est vide ; les zeros de 9l sont done 
des droites invariantes (six pour un pinceau generique). L'exemple qui suit montre que ces droites peuvent jouer pour 
l'involution associee l f des roles differents et aussi qu'a Finverse du cas generique Flex ( J ) et Fi\(l r ) peuvent etre 
differents. 

On considere le feuilletage J5 defini par le pinceau ■ L ^^ = cte. L'involution l Ts associee est donnee par l, Is = (—x 2 : 
xy:xz+ 2y 2 ). On constate que la droite y = 0, qui est invariante par f 5 , est une droite de points fixes de l fs . Par contre 
la droite x = 0, qui est elle aussi invariante, est contractee par I 7i sur le point (0:0: 1). 
On remarque que 

M^) = {(Y 2 ^),( r ^, r ^)|y e e,p e c}. 

En se placant dans la carte x = 1 on montre que est conjuguee a (x : — y : — z) par la transformation (x 2 : — yx : xz— y 2 ). 
II se trouve que cette application commute a lso(Ts); le groupe engendre par Iso( J5) et l Js est ici linearisable. 



4. Feuilletages de degre superieur et involutions 



(x- h (x,y))l- x + ( y -l 2 (x,y))- 



Soit / une involution birationnelle que Ton ecrit / = {11,12) dans la carte affine z — 1 . On suit une demarche inverse a 
la precedente : on associe a / le feuilletage T defini par le champ de vecteurs rationnel 

V 

Soient v le degre de f et D une droite generique ; T a, par definition du degre, v points de tangence avec 23 . Si q est 
l'un de ces points, alors par construction son image / (q) par / est aussi un point de tangence ; par suite v est pair. 
Les degres de / et J sont relies comme suit : deg f < degl — degFix(/). Si Fix(/) est irreductible, deg/ — deg f 
est un multiple de degFix(j). On en deduit par exemple que le feuilletage associe a une involution de Bertini est de 
degre 17 — 9 = 8. Bien sur si / est une involution de Geiser precisement de degre 8 on retombe sur la construction 
associee aux feuilletages quadratiques. On observe done, lorsque le degre de <J , note 2n, est strictement plus grand 
que 2, le phenomene suivant : chaque droite generique contient n orbites distinctes suivant / . II en est ainsi pour les 
involutions de Bertini ou les orbites sont arrangees en constellations de 4 orbites en alignement. 

Le degre du feuilletage associe a l'involution de Cremona o = est auss i 2, ceci etant lie au fait que les points 

fixes de o sont isoles. 

II ne faut pas croire que le feuilletage associe determine l'involution comme le montrent les exemples qui suivent; 
soit R G C(x) une fonction rationnelle de degre quelconque. Le feuilletage associe a l'involution (x, ^j^-^j est le pinceau 
de droites x — cte et ceci independamment du choix de R. Toutefois il s'agit de cas exceptionnels. 

L'involution de type de Jonquieres 

,/2-2>*( 1+ *V) 

1 + x z y z 

est de degre 9. Elle preserve la fibration xy — cte fibre a fibre. Les points fixes de I sont donnes par Fix(/ ) = {y — x — 
x 3 y 2 ~0}. Le lieu d'indetermination de / est constitue des points (1 : : 0) et (0 : 1 : 0) et son lieu exceptionnel des 
courbes z = et z 4 +x 2 y 2 = 0. 

Le feuilletage f associe a cette involution est de degre 4 et decrit par le champ 

-dx + ( l+Xy \- 

II definit un feuilletage de Ricatti sur P 1 (C) x P 1 (C) : il est en effet transverse a la fibration x = cte. L'equation diffe- 
rentielle induite, apres reduction a une equation lineaire du second ordre, s'integre via les fonctions de Bessel. 
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Si 25 est une droite generate les quatre points de tangences de T> et J constituent deux orbites de / . 




Avec les notations habituelles on obtient ?{(x,y,z) — 2xyz 5 (xz 4 — yz 4 + x i y 2 ). Les droites x = et y = ne sont pas 
invariantes par le feuilletage, par contre z = Test. Par suite Flex( J ) est Funion des courbes x = 0, y = 0stx — y — 
x i y L = 0; cette derniere courbe, qui est precisement Fensemble Fix(j), est elliptique. On constate que les courbes de 
points d' inflexion x = et y — ne font pas partie des points fixes de notre involution / . En voici 1' explication : les 
courbes x — et y — sont en fait echangees par / . 




On a bifurcation de deux paires de points de contacts simples mi, ni2 et Mi, M2 vers les points d'infiexion m et M; 
a l'inverse du cas quadratique, l'involution n'echange pas m\ et ni2 (respectivement M\ et Mj), mais disons m\ et M\ 
(respectivement W2 et M2). 



5. Feuilletages de degre 3 et trivolutions 

5.1. Classification des trivolutions birationnelles. — Les transformations birationnelles periodiques de periode 3, en- 
core appelees trivolutions birationnelles, ont ete classees dans |dF04| : une trivolution birationnelle T est a conjugaison 
birationnelle pres 

- ou bien un automorphisme de P 2 (C); 
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- ou bien une trivolution de Jonquieres, i.e. une transformation birationnelle d'ordre 3 qui preserve une fibration 
rationnelle ; 

- ou bien un automorphisme sur une surface de del Pezzo de degre 3 definie par une equation de la for- 
me x 3 = F(y,z,w) dansP 3 (C) avec F polynome homogene de degre 3 a singularity isolee ; dans ce cas 1 est la 
restriction de 1' automorphisme de P 3 (C) defini par (fyc :y : z:w), avec ^ 3 = 1, (la courbe de points fixes de T est 
alors isomorphe a la courbe elliptique r = {(y : z : w) <G P 2 (C) \F(y,z,w) =0}); 

- ou bien un automorphisme sur une surface de del Pezzo de degre 6 decrite par z 3 = w 2 + F^(x,y,w) (avec F& 
polynome homogene de degre 6) dans l'espace projectif a poids P(l, 1,2,3) muni des coordonnees (x,y,z,w); 
alors T est la restriction de F automorphisme de P(l, 1,2,3) donne par (x : y : : w), avec ^ 3 = 1. 

5.2. Construction de trivolutions et premieres proprietes. — Soit J un feuilletage de degre 3 sur P 2 (C); toute droite 
generique de P 2 (C) est tangente a J en trois points. L'« application » qui echange ces trois points est en general 
multivaluee. 

On cherche a construire des feuilletages de degre 3 tels que l'« application » associee soit une trivolution biration- 
nelle T, f . Notons que pour une telle transformation 1j la propriete suivante est verifiee : pour tout point p de P 2 (C) \ 
Ind(T^ ), les points p, 1 T (p) et T 2 {p) sont alignes. 

Remarque 5.1. — Soit/: P 2 (C) — P 2 (C) une transformation rationnelle non degeneree, i.e. generiquement domi- 
nante, telle que pour tout m dans P 2 (C) les points m, f(m) et f 2 (m) soient alignes ; alors 

- ou bien / preserve une fibration en droites fibre a fibre ; 

- oubien / est birationnelle periodique. 

En effet supposons que / ne soit pas periodique. Un argument de Baire montre que si m est un point generique de P 2 (C) 
l'orbite positive {m, f(m), f 2 (m), . ..} de m sous Faction de / est infinie; alors la droite passant par m et f(m) est 
invariante par /. II s'en suit que / preserve une infinite de droites et done une fibration en droites fibre a fibre. 
Considerons par exemple les transformations f K , n = (kx +y 3 ",Ky) ou K est une racine cubique de F unite et n un entier 
relatif non nul. On verifie que les f K , n satisfont tous la condition d'alignement 

det(/ K ,„(m) - m,f 2 n {m) -m) = 0. 

Pour K = 1 les transformations f\ : „ sont non periodiques et laissent la fibration y = cte invariante. Pour K = j ou j 2 
les / K , n sont periodiques de periode 3. Ces dernieres transformations ne laissent pas de fibration en droites invariante 
fibre a fibre. 

Soient J un feuilletage de degre 3 sur P 2 (C) et X = X] ^ + un champ de vecteurs polynomial le definissant dans 

la carte affine (x,y). Soit m = (x,y) un point de C 2 non singulier pour X. Si t est un nombre complexe, on note Yi (f) 
et Y2(/) les composantes du champ X evaluees au point m + tX(m). Considerons le polynome Q(t) e C[x,y][f] donne 
par 

G(0=Y 1 (0X 2 -Y 2 (0Xi. 

Les trois racines f, de Q produisent les points OT + f,X(m) ou le feuilletage est tangent a la droite parametree par t 
m + tX(m). Le polynome Q etant divisible par f, il s'ecrit tP{t) avec P{t) = at 2 + bt + cet a, b, c dans C[x,y]. 
On note A(P) (resp. A(Q)) le discriminant de P (resp. Q). On verifie que A(Q) = c 2 A(P). 
Avec les notations precedentes on a Fenonce suivant. 

Proposition 5.2. — Supposons que le discriminant A(P) =b 2 — Aac e C[x,y] soit un cane s 2 dans C[x,y] ; notons r\ , ri 
(dans C(x,y) ) les racines de P. 

Les applications T, = (x + r,Xi ,y + r,X 2 ) sont birationnelles, periodiques de periode trois ; on a T\ o T2 = id. 

Demonstration. — Les transformations T\ et T 2 sont donnees a reindexation pres par 

, \ ( -b + s -b + s \ 

ri{x,y)=(x+—X 1 ,y+—X 2 ), 
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respectivement 



, b + s b + s 

r 2 (x,y)=[x-—X 1 ,y-—X 2 



Elles sont rationnelles. Les trois points (x,y), 1\ (x,y), 1 2 (x,y) representent les trois points de tangence du feuilletage J 
avec la droite (x,y) + C • X et generiquement ces trois points sont distincts. En particulier 12(11 {x,y)) est l'un de ces 
trois points de contact ; mais il est different (generiquement) de T\ (x,y), sinon I2 serait l'identite, et de facon analogue 
different de T\ . Par suite I2 o <T\ = id et les 1, sont birationnelles periodiques de periode 3. □ 

Remarque 5.3. — Notons que si Ton change X en h ■ X, avec h rationnel, la construction produit la meme trivolution 
(remplacer C[jc,y] par C(x,y) dans la Proposition l5.21 i : la construction ne depend que du feuilletage et non du champ le 
definissant. 

Remarque 5.4. — Pour un feuilletage <J de degre 3 quelconque on peut associer les transformations multivaluees 
(x + ~ b ^/^ Xi,y+ b 2/^ X2^ . Visiblement on pourra associer une trivolution af si et seulement si le discriminant 
est un carre. 



Remarque 5.5. — On peut d'autre part calculer explicitement les coefficients a, b et c. Par exemple on a en carte affine 

c = ?{(x,y, 1) = det 



x X, X^+X 2 <f 



y x 2 xx^+x^ 
1 



Remarque 5.6. — II est facile de verifier qu'en general un feuilletage de degre 3 ne produit pas de trivolution. Pour 
cela considerons le feuilletage de Jouanolou donne par le champ 

(/-x^ + (l-x^. 
ox ay 

Le polynome 

A(P) = -3 (x 20 - Kk'V +Ax l5 y 1 + lOx 1 V + 15x 12 / - 10x n y 10 - Wx l0 y - 10x 9 / - 10x 8 / + (10>' 13 +4)x 7 + 

15x 6 / - 10xV + 15x 4 y 12 - 10(y 3 + y 16 )x 3 + (y 20 + 10>' 7 )x 2 - 10x>. n +y 2 +4y 15 ) . 

n'est pas un carre car sa restriction a.t = n'en est pas un. 

Definition. — Un d-tissu singulier (local) est la donnee d'une famille {jFi, . . . , Jd] de feuilletages holomorphes 
singuliers tels qu'en tout point generique m les feuilletages fi soient deux a deux transverses. 

Remarque 5.7. — Soit T une trivolution birationnelle ; supposons que generiquement les points m, T (m) et T 2 (m) 
soient non alignes. On peut associer a T un 2-tissu de la facon suivante : les tangentes aux deux feuilles locales passant 
par m sont les deux droites joignant m a 1 (m) et m a T 2 (m). 

5.3. Premiers exemples. — Donnons des exemples de feuilletages J auxquels on peut associer une trivolution ; pour 
cela on force les polynomes A(P) a etre des carres. Pour tous ces exemples de trivolutions les orbites sont formees de 
trois points alignes, ce qui n'est evidemment pas le cas general pour une trivolution. 

Exemple 5.8. — Considerons le feuilletage f defini par le champ de vecteurs polynomial 

3 a a 



3bc dy 

1? ' ' 



Ses feuilles sont les courbes rationnelles y + = cte. On constate que (x,y,z) = — 3jc 5 z 4 ; on en deduit que 
Flex( J ) = 0. 
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On remarque que A(P) = — 3x est effectivement un carre. La trivolution associee a J est 

■T, = ^x,y + i -pj, j 3 = l; 

elle laisse la fibration x — cte invariante et est de degre 3. On a 

Ind(<z>) ={(0: 1 :0)}, Exc(<z>) = {jc = 0}, Fix(<7>) = {(1 : : 0)}. 

La transformation I 2 s'ecrit 

elle a meme lieux d'indetermination, exceptionnel et ensemble de points fixes que T r . Finalement Flex(^T ) est vide 
et Fix(fj ) = Fix(T^ ) se reduit a un point. 
On peut verifier que 

Iso(j ) = {(x,y + a), (px,y/p 2 ) | p e C*, a e C}. 

Remarquons que <T,j commute a Iso(j ); le groupe engendre par Iso( J ) et 1 7 est une extension triple du groupe affine 
de la droite. 

Notons fo = y+ une integrale premiere de f . Posons fa = faTj et fa — fat 2 les transformes de fa par Tj et T 2 . 
Soit Ji le feuilletage defini par les niveaux de la fonction rationnelle /,. Considerons le 3-tissu 'W — (To,Ti,T2)- 
Si (ao,ai ,02) est une solution non triviale du systeme lineaire 

«o + a\ +ao = 0, floj 2 + (3 — 2j 2 )«i + (5j + 2)«2 = 0, 

alors flo/o +02/2 = 0. En d'autres termes le tissu W — (To, Ti, T2) est hexagonal (|Bea80|). C'est unphenomene 

que nous allons retrouver de fagon recurrente dans les exemples qui suivent. Rappelons ce qu'est un tissu hexagonal. 
Soit m un point generique ; en m le feuilletage ft est defini par les niveaux d'une certaine submersion locale. Lorsque 
Ton peut trouver trois telles submersions definissant <Ji et satisfaisant la relation (abelienne) fa + fa + fa = on dit 
que le tissu est hexagonal. On renvoie a [Bea80| pour la justification de la terminologie. 

Exemple 5.9. — Si T est le feuilletage decrit par 

, % ,1 3 d 
ox oy 

le polynome A(P) vaut — 3x 2 (x 3 — l) 4 ; comme c'est un carre, on peut associer a f une trivolution 

* - (h^fl^) 

pour laquelle on a 

Ind(2> ) = {(0 : 1 : 0)}, Exc(T J ) = {x- z = 0} U {x- jz = 0} U {x- j 2 z = 0}, Fix(T ;r ) = {(1 : : 0)} U {x = 0}. 
Son carre s'ecrit 

^(i V'-f;-"- ) 

et Ind(<r^) = Ind(T y ), Exc(<T*) = Exc(T, f ), Fix(T J 2 ) = Fix(T y ). 

Un calcul montre que H (x,y,z) — — 3x 2 z 4 (x — z)(x — jz)(x — j 2 z). Les droites z — et x — z sont invariantes par f par 
contre celle d'equationx = (resp. x — jz = 0, resp. x — j 2 z = 0) ne Test pas ; par suite Flex( f ) = {x — 0} U {x — jz = 
0} U {x~ j 2 z — 0}. Les droites x — jz — et x— j 2 z = sont contractees par T r et CT^, la droite x — est l'unique courbe 
de points fixes de Tj (resp. T 2 ) ; autrement dit les courbes de Flex ( J ) sont soit contractees par 1j , soit fixees par 1 7 . 
Alors que le feuilletage precedent possede une integrale premiere rationnelle celui-ci a une integrale premiere de type 
Liouville 

33 ,_l n ( x _ 1) _ jln(x- j) -j 2 ln(x -j 2 ). 
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Notons fo cette integrate premiere et posons f\ = f§1 T , fo = fol 2 . Comme precedemment le 3-tissu W — ( Jo, Ji , Ti) 
(oil les Ji sont les feuilletages par les niveaux des /,) est hexagonal. 

Remarque 5.10. — Le feuilletage associe au champ de vecteurs 

est conjugue pour e non nul au champ Xi considere dans Fexemple l5.9l par la transformation lineaire (e 1//3 x,e~ 2 / 3 ;y). 
Lorsque e tend vers 0, le feuilletage et son involution 

. x 3 y — ey + (j — 1 )x 

x 3 — e 

degenerent sur ceux de 1' example 15.81 : on note une chute de degre de la trivolution pour e = 0. 
Exemple 5.11. — Considerons le feuilletage J d'integrale premiere y — i lnx + - + il est aussi defini par 



3 a / 1 2 \ a 

XT — + 1 +X+-X 1 



dx \ 3 / dy 

Comme A(P) = — Ajt 14 (jc + 3) 2 , on associe a J la trivolution 

3jx 3jc 2 y-x 2 + (j-4)x + 3(j-l) 



^ (1 — j)jc + 3 ' 3x 2 
qui preserve la fibration x = cte. On a 

Ind(T 7 ) = {(0 : 1 : 0), (1 : : 0)}, Fix(<7y ) = {x + 3z = 0}, Exc(l> ) = {x = 0} U{z = 0} U {(j - \)x- 3z = 0}. 
On constate que 

3(j-l) 4 x 3(3iV3 + (4 + 5j)x+(l+j)x 2 -3(l+j)x 2 y)\ _ 



16((j + 2)x + 3)' (j-1) 4 * 2 



on verifie que Ind(T*) = Ind(7> ), Fix(T^) = Fix(2> ) et Exc(T y 2 ) = {x = 0} U {z = 0} U {(j + 2)x + 3z = 0}. 
A l'inverse de F exemple precedent les ensembles exceptionnels de 1j et different. Un calcul montre que 9{ (x,y,z) = 
— |x 5 z 2 (x + 3z) 2 . Les droites x = et z = sont invariantes par J alors que celle d'equation x + 3z = ne Test pas ; 
par suite Flex( <J ) = {x + 3z = 0} et Flex( <J ) = Fix(l> ) = Fix(T y 2 ). 

En conjuguant J par ^ex, on obtient la famille de feuilletages ( J £ ) decrite par les champs 

X d- X + [ 1+ ^ + J X )d-y> 8 *° 
a laquelle on peut associer la famille de trivolutions 

3jx 3x 2 y-£ 2 x 2 + (j-4)&c + 3(j-l) 



(l-j)et+3' 3x 2 



La famille (iy e ) de transformations de degre 4 pour e =^ degenere encore pour e = sur la trivolution de degre 3 
traitee dans F exemple [ 
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5.4. Feuilletages homogenes. — On va s'interesser a une famille tres speciale de feuilletages : les feuilletages ho- 
mogenes generiques de degre 3. A conjugaison pres un feuilletage homogene generique de degre 3 a Forigine 
de C 2 C P 2 (C) est donne par une 1 -forme fermee rationnelle du type suivant 

dx , dy d(y — x) d(y — Ott) , , . In 

— + X— + U— -+v— '- avec ccA,uv(l + X + u + v) ^0, a^l; 

x y y-x y-ax 

siA, + /j + v + l= 1e feuilletage correspondant est de degre 0. II possede F integrate premiere multivaluee xy k (y — 
xYiy — Oxf '. On note <J (a;X,fi,v) un tel feuilletage. II y a done quatre parametres, trois de type residus X, /i, V et a qui 
positionne les droites invariantes. 

Definition. — Le quadruplet (a, \,fi,v) est admissible si aX/j\( X + /j + v + 1) ^ et a ^ 1. 
Le champ de vecteurs homogene 

-x(X(y — x)(y— ax) +/iy(y-OLx) + vy(y-x)^)^- +y ((y-x) (y-ax) -fjx(y— ax) - vax(y-x)^^- 

definit aussi le feuilletage f car est dans le noyau de la forme fermee precedente. Un tel f est invariant par homothetie. 
En particulier si J induit une trivolution T T , celle-ci commute a toutes les homothethies. Un calcul elementaire montre 
que T, f preserve la fibration radiale y/x = constante : 1, f est done de Jonquieres. 
Commencons par quelques exemples simples. 

Exemple 5.12. — Considerons le feuilletage J donne par le champ de vecteurs 

y\x +x \ y 

Les feuilles de J sont les niveaux de y 4 — x 4 et sont done des courbes de genre 3. Un calcul montre que 

!K(x,y,z) = 3x 2 y 2 z(x + iy) (x - iy) (y - x) (y + x) . 

Puisque les droites x — y = 0, x + y = 0, x — iy = 0, x + iy = sont invariantes par f , on a Flex ( J ) = {x = 0} U {y = 
0}U{z = 0}. 

Le polynome A(P) = 3x 2 y 2 (x — y) 4 (x + y) 4 (x + iy) 4 (x — iy) 4 etant un carre, est associee a J la trivolution de Jonquieres 
de degre 5 donnee par 

'x(x 4 -y 4 ) jy(x 4 -y 4 ) s 



**-jy* ' x 4 -jy 4 



L ensemble d'indetermination de 1 7 

Ind(<zy ) = {(1 : 1 : 0), (1 : -1 : 0), (i : 1 : 0), (-i : 1 : 0), (0:0: 1)} 

est le lieu singulier de J et Fix(T T ) = {x = 0} U {y = 0} U {z — 0} coincide avec Fensemble des points d'inflexion 
de J . L ensemble exceptionnel de f 

Exc(T ;r ) = {x+y = 0}U{x-y = 0}U{y-ix = 0}U{y + ix = 0}U{x-jy = 0}U{x+jy = 0}U{x-ijy = 0}U{x-l-ijy = 0} 

est constitue de huit droites. 
On verifie que 



x(x 4 -y 4 ) j 2 y(x 4 -y' 



* V* 4 -j 2 y 4 ' * 4 -jV 

a me me lieu d'indetermination et meme ensemble de points fixes que 1 7 . Les ensembles exceptionnels different 
puisque 

Exc(T 2 ) = {x + >' = 0}U{x-.y = 0}u{>'-ix = 0}U{>' + k = 0}u{x-j 2 >' = 0}U{x+j 2 >' = 0}U{x-ij 2 >' = 0}U{x + ij 2 y = 0}. 
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Posons /o — x —y . Faisons agir T T et T 2 sur J pour obtenir les feuilletages J\ et T2 definis par les fonctions 
rationnelles f\ = /oiy et — foT 2 - Une fois de plus considerons le 3-tissu W associe aux trois fonctions rationnelles 
fo, fi, f2> en un point generique il est aussi donne par 

4 4 4-4 4-2 4 

p _ f -i/3 _ * -r F _ f -i/3 _ * - jy F _ -.-1/3 _ r-jT 

/o ~(x 4 -y 4 ) 4 / 3 ' 1 Jl (x 4 -y 4 ) 4 / 3 2 h ~(* 4 -y 4 ) 4 / 3 ' 

Soit (ao,fli,fl2) une solution non triviale du systeme lineaire 

00 + 01+02 = 0, 00 + joi + j 2 «2 = 0; 

alors ciqFq + a\F{ + aiFi — : le tissu 'W est hexagonal. 

On obtient ainsi parmi les feuilletages homogenes generiques Fexemple d'un feuilletage « hamiltonien » auquel est 
associe une trivolution. On peut se demander si c'est le seul. La reponse est donnee par l'enonce suivant. 

Proposition 5.13. — On peut associer une trivolution a J = J (a; 1, 1, 1) si et seulement si a vaut — 1, 2 ou 1 /2; a 
conjugaison lineaire pres on est dans la situation decrite dans l'exemple \5.12l 

Demonstration. — Reprenons les notations introduites au 35.21 L' application associee a <J est birationnelle si A(P) est 
un carre. Or A(P) s'ecrit 1024x 4 y 4 (x 2 - (1 + oc)xy + ay 2 ) 4 R(x,y) ou R(x,y) designe 

( 1 - a + a 2 ).v 4 - 4( 1 - a) 2 ( 1 + a),r 3 >' - 2(a 3 + a 2 + a - l^y 1 - 4a( 1 - a) 2 ( 1 + a).ry 3 + a 2 ( 1 - a + a 2 )/; 

done A(P) est un carre si et seulement si R en est un. Un calcul montre que R est un carre si et seulement si a prend les 
valeurs — 1 , 1/2 ou 2. 

Posons h a — xy(y — x)(y — Ott). Les polynomes h-\, h\j2 et hi sont lineairement conjugues; de plus, quitte a faire le 
changement de variables 

(Ktt + K(4K 2 - l)y,icc + K(l -4K 2 )y), ou K = 2~ 3//4 exp [ 

on constate quey 4 — x 4 s'ecrit xy(x — y)(x+y). □ 

Remarque 5.14. — La configuration des quatre droites qui apparaissent dans la proposition 15 . 1 3 1 est la configuration 
speciale, celle qui possede un groupe d'automorphismes a 12 elements. 

La proposition l5.13l possede de nombreuses generalisations, en voici une. Le schema de preuve est exactement le meme 
que celui de la proposition l5.13l les calculs etant un petit peu plus penibles. 

Proposition 5.15. — On considere f un element de la famille J (a; On peut associer a f une trivolution T, f 

si et seulement si /j vaut I eta vaut — 1, 2 ou 1/2; a conjugaison lineaire pres on est dans la situation de 1 'exemple \5. 1 21 

Exemple 5.16. — Soit f le feuilletage donne par le champ de vecteurs 

3 3 38 
dx ^ dy 

On remarque que x 2 y 2 (x — y)~ l (x + y)~ l est une integrale premiere rationnelle de J ; ses feuilles sont des quartiques 
ayant deux singularites ordinaires, done des courbes elliptiques. On verifie que !K (x,y,z) = 3x 3 y 3 z(x+y)(y — x); on en 
deduit que Flex(^T ) = 0. On constate que A(P) — 3x 6 y 6 (x + y) 4 (y — x) A est un carre. La trivolution associee a J s'ecrit 

_ fjx(x 2 ~y 2 ) y{x 2 -y 2 Y 



J \ 9 ■ 9 ' 9 "9 

V x jy x ~ jy 

c'est encore une transformation de Jonquieres qui est de degre 3. Son ensemble exceptionnel 
Exc(Ty) = {x-y = 0}U{x + y = 0}(j{jx-y = 0}U{jx + y = 0} 
est constitue de quatre droites dont deux sont invariantes par le feuilletage. On remarque que 

q .2 = ( x(x 2 -y 2 ) jy{x 2 ~y 2 Y 
T \ jx 2 -y 2 ' jx 2 -y 2 
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L' ensemble exceptionnel de I 2 

Exc(T ? 2 ) = {x-y = 0}U{x + y = 0}(j{jy-x = 0}U{jy + x = 0} 

est encore forme des deux memes droites invariantes auxquelles s'ajoutent deux nouvelles droites. C'est un exemple 
oil Flex(f ) est vide et ou la trivolution a seulement des points fixes isoles. 

Posons /o = jf^ 2 et To — 7 ■ Faisons agir Tj et T 2 sur J pour obtenir les feuilletages <J\ et T2 definis par les fonctions 

rationnelles f\ = faT? et fa = foT 2 - Considerons le 3-tissu 'W — (Fq, f \ , J2)', en un point generique il est aussi donne 
par 

2 2 2 - 2 2 -2 2 

F = r 1 / 3 = x y F = r 1/3 = x ly f = r 1/3 = x J y 

° /o (xy(x 2 -y 2 )) 2 /^ 1 7l (xy(x 2 -y 2 )) 2 l i 2 h (xy(x 2 -y 2 )) 2 P ' 

Soient (00,01,02) une solution non triviale du systeme lineaire 

ao + ai+02 = 0, oq + joi + j 2 «2 = 0; 

alors aoFo + a\F\ + C12F2 — : le tissu IV est hexagonal. 

La proposition ^ . 1 31 suggere que la configuration a € {— 1, 2, 1 /2} joue un role tres special. 

Venons-en au cas general. On va decrire dans l'espace des parametres {(a,X,/j,v) € (C*) 4 |a 7^ 1} les feuilleta- 
ges T (a;X,/j,v) auxquels est associee une trivolution. Introduisons A le projectivise de l'espace des polynomes ho- 
mogenes de degre 4 en 2 variables ; on remarque que A ~ P 4 (C). Posons 

© = {T G A I T est un carre}. 

Un element T = i\x 4 + i2X 3 y + l3X 2 y 2 + T4X3; 3 + x^y 4 appartient a © si et seulement s'il existe des complexes A, B et C 
tels que T — (Ax 2 + Bxy + Cy 2 ) 2 ; autrement dit si et seulement si 

Ti = A 2 , x 2 = 2AB, T 3 = B 2 + 2AC, T 4 = 2BC, 1 5 =C 2 . 

L' application X V: (A,B,C) H> (A 2 ,2AB,B 2 + 2AC ,2BC ,C 2 ) induit une application holomorphe, en fait un plongement 
de P 2 (C) dans P 4 (C) note encore *P. Son image, qui est 0, est en fait une projection de la surface de Veronese standard 
de P 5 (C) sur P 4 (C). On peut evidemment donner l'ideal de definition de ©. Toutefois pour les calculs pratiques il est 
plus commode d'utiliser la presentation ensembliste suivante. On decoupe l'espace P 4 (C) comme l'union de l'hyper- 
plan T5 = et de l'ouvert (carte affine) T5 = 1 et nous allons decrire relativement a ce decoupage. Pour T comme 
ci-dessus on note encore T = (i\ : . . . : T5). Remarquons que *P envoie la carte affine C — 1 de P 2 (C) dans la carte 
affine X 5 = 1 de P 4 (C). Ainsi si T = (tj : . . . : x 4 : 0) est dans >P({C = 0}) on a 

(i) T4 = t 5 = et 4T1T3 — x| = 0. 

Maintenant si T = (ti : ... : T4 : 1) est dans ^({C = 1}) on verifie que lorsque T4 = on a 

(ii) X5 = 1 , 12 = X4 = 1 2 - 4ti = 
et que pour T4 ^ les T; verifient 

(Hi) x 5 = 1 , T4 ^ 0, T4T1 - x| = 4T3T4 - T4 - 8T2 = 0. 

On remarque que l'annulation de T4 dans (Hi) ne produit pas (ii). 

Soit done J = J (a;X,/j,v), le quadruplet (a,X,/j,v) etant admissible. Avec les notations precedentes on obtient 

A(P) = (X + V + /j + 1 ) Vy 4 (y 2 - (a + 1 )xy + ax 2 ) 4 R(x,y) 
ou R(x,y) designe le polynome r\x 4 + r2X 3 y + r^x 2 y 2 + r4xy 3 + r^y 4 avec 

n = X 2 a 2 (2ocv/i + a 2 + 2a 2 v + a 2 v 2 - 2a - 2a,u - 2av + 1 + 2/j + /? ) , 

f2 = — 2Xa (Xav/,1 + Xa 2 /jv — 3a 2 jjn + v/./ 2 + Xjj 1 — Xav + av 2 /j — 2av/j 2 + a 2 v/j 2 — 3av/j — Xa/j — Xa 2 /j + 2v/j — a 2 /j 2 

+ X + v + 2fA — Xa~ —Xa + Xa + v /j<x + 2v/ja —av — a /j+ /ja —h/a — 2pN or — v a + 2Xva + Xv a I , 
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r 3 =2ijv 2 - 4A.cc V - 4\av/j 2 - 2Xavij + 2v 2 Xa 2 /j - 1 2la 2 ,uv + 2X 2 va 2 /j + 2Xva 2 i? + 4Xv,ua 4 - 4Xv 2 /ja 3 + 2A.v 2 ( ua 4 

+ AXvn + 6v 2 a 2 1? - 4A. 2 a 2 v - 4A. 2 a 2 n - 4av 2 ju + 2a 2 v/j 2 - 4Xa 2 ,u + 2X 2 a^j + 2^Xa 4 + 2a 2 /jv - 2A.v ( ua 3 + 2Xv^j 2 
+ 2Xav - 4at?v 2 + 2X 2 n+X 2 i? + 2X 2 a - 6X 2 a 2 W + 2Xv + X 2 + i u 2 a 4 + X 2 a 4 + 2X 2 a 3 - 4^ 2 v 2 a? + 2X 2 va 4 
+ 1?\ 2 - 4X\a 2 - 4vf?a? + 2 ( uv 2 a 2 - 4A.v 2 a 2 + 2X 2 va 3 + 2,uA.a 3 + f?v 2 a 4 + 2vf?a 4 + X 2 v 2 a 4 , 

r 4 = -2^v 2 -3A.av^-3Xa 2 ^v + a 2 ^v + 2Xv J ua 3 -Xav + 2Xv J u- A. 2 a 2 v-2av 2 ,u + av^ 2 - 2a 2 v,u 2 + civ,!/ - Xa/j-Xa^ 2 - Xa 2 ^ 
+H 2 v?+ X 2 a 3 —Xva 2 + v/j 2 a 3 + /jv 2 a 2 — Xv 2 a 2 + A, 2 va 3 + 2,uA.a 3 - X 2 a/j + X 2 /j - X 2 a - X 2 a 2 + v 2 + 2Xv + X 2 ) , 

r 5 = X 2 + X 2 a 2 -2X 2 a + 2Xa 2 ^i + 2Xv - 2Xav - 2Xa/j + 2avfj + v 2 + a 2 ^ 2 . 



Considerons F application / definie par 

C 4 P 4 (C), (a,X,/i,v) >-> (ri : r 2 : r 3 : r 4 : r 5 ). 

L' ensemble / _1 (0) donne les parametres (a,A,,/i,v) pour lesquels le discriminant associe est un carre; cet ensemble 
s'identifie done a celui des feuilletages homogenes f (a;X,fi,v) auxquels on peut associer une trivolution. On va de- 
crire / _1 (0) pres du point special (— 1, 1, 1, 1). Placons-nous dans la carte X5 = l.La matrice jacobienne de / au point 
(-1,1, 1,1) est 

-2 2/3 
16/3 2/3 -2/3 
-2 -14/3 16/3 16/3 
-16/3 2/3 -2/3 
II en resulte que la differentielle de / au point (—1,1,1,1) est de rang maximum. On peut verifier que /(— 1 , 1 , 1 , 1) = 
(12,0,24,0,12) et que si (a,X,fi,v) est admissible et verifie f(a,X,fi,v) = (12,0,24,0,12) alors (a,X,/j,v) = 
(-1,1,1,1). On remarque que V _1 (12 : : 24 : : 12) = {(1^0 : 1)} et que la differentielle de ¥ en (1 : : 1) est 
de rang 3. Dans la carte affine n = 1, l'application *P s'ecrit *P: (B,C) ^ (2B,B 2 + 2C,2BC,C 2 ). Le plan tangent a 
/ _1 (©) au point (—1, 1, 1, 1) est l'image de 

" 



Jac(A_ 



1,1,1,1) 



Jac (/)(-l,l,l,l) JaC (*)(0,l) 







3 

3 
2 



Par suite sur / 1 (©) au voisinage de (— 1, 1, 1, 1) et a Fordre 1 on a 



H= 1 + -(m + v), 



l + -(«-v) 



a = - 1 , X = l+3u, 

ou encore a = — l , etv — l — X + n = 0. En particulier, on en deduit l'enonce suivant. 

Theor erne 5.17 . — L'espace des parametres (a,X,/u,v) admissibles pour lesquels est associee a J (a;X,/u,v) une tri- 
volution est localement au point (—1,1,1,1) une surface lisse. 

La trace de cette surface est precisee sur la section hyperplane a = 



1 par la proposition qui suit. 



Proposition 5.18. — On peut associer une trivolution a f (— l;X,/u,v) si et seulement si le quadruplet admissi- 
ble (—l,X,fi,v) satisfait l'une des proprietes suivantes 

(a) (4-v)^-v(2v + l) = 0etju = v; 

(b) X= 1 etfi + v -4//v + 2=0. 

Remarques 5.19. — - On remarque que (—1,1,1,1) verifie les conditions (a) et (b). 

- On passe de la condition (a) a la condition (b) par (x,y) i->- (x +y,y — x), la non homogeneite apparente resultant 
du fait qu'on a normalise a 1 l'exposant de x. 
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Demonstration. — Le quadruplet (— l,X,fi,\) est suppose admissible. Quitte a poser u = /j + v et w = /j — v les r; 
s'ecrivent 

n = X 2 (4u + 4 + w 2 ), r 2 =2Xw(-u-2 + Xu-w 2 + u 2 + 2X), 

r 3 = u 2 - 2Xuw 2 - 8A 2 + 2u 3 - 2uw 2 - 2lu 2 - 2Xw 2 - \Xu + 2Xu 3 - 4X 2 u + X 2 u 2 + (u 2 - w 2 ) 2 , 



r 4 = 2w(u -Xu-w 2 + u 2 + 2X - 2X 2 ), r 5 = AX 2 + 4Xu - 



w 2 . 



Remarquons que X + /j + V + 1 7^ se reecrit X + u + l 7^ 0. Cette presentation, bien qu'asymetrique, permet en fait 
d'« alleger » les calculs qui vont suivre. 

Pour que la condition (i) soit verifiee il faut que rs soit nul autrement dit que u — — 4?L ^ w . Alors se reecrit 

2w 



i(^-l)(^l)^-T 



Comme le quadruplet (— 1, A,,/j,v) est admissible (c'est-a-dire A.//V 7^ et X + /j + v + 1 7^ 0), on verifie que les condi- 
tions r4 = et 4rir3 — rj = impliquent que A- = 1 et/j = v = — 1/2. Ces valeurs des parametres satisfont la condition (b). 
Ceci correspond exactement a Fexemple l5.16l 

Etudions maintenant la condition (ii) que Ton traduit par 7-5 ^ 0, r 4 = r 2 — r\ — 4r\ = 0. Toujours en invoquant l'admis- 
sibilite on verifie que les conditions r 2 = rn = sont satisfaites pour 

1) w = 

ou 

2) X(u + 2) - w 2 + u 2 - u - 2 = et u 2 + u - Xu -2X 2 + 2X = 0, 
conditions que nous allons examiner cas par cas. 

Si w est nul, i.e. /j = V, on verifie que r 2 — 4r\r$ — — u 3 (u + X+ 1) 3 ((m — 8)X + u(u + 1)). Maintenant l'admissibilite 
exige la non-nullite de u et u + X+ 1; de sorte que r 2 — 4r\r$ — si et seulement si (u — &)X + u(u + 1) = 0. Finalement 
on obtient 

H = V et (4-v)A,-v(2v + l) = 0. 

On constate ensuite que l'eventualite 2) ne produitpas de nouvelles solutions admissibles. 

Pour finir traitons la condition (Hi). On constate que r\r\ — r^r^ = 16A. 2 w 2 (A,— l)(u+ w)(u — w) (X + u + 1) . 

Le quadruplet (— l,X,/u,v) est admissible et rt, est non nul done w aussi. II s'en suit que X vaut 1; alors Ar^r^ —r\ — 

8r 2 r 2 se reecrit 

32w(« + 2) 3 (u + w) (m - w) (u 2 - w 2 - u - 2) ou encore 128 (jj - v) (p + V + 2) 3 fjv(4fjv -fi-V-2). 

Puisque /j, vet J u + v + A,+ l sont supposes non nuls, 4^^$ — r| — 8r2r 2 = si et seulement si/j + v — 4//V + 2 = 0. □ 

Decrivons precisement la premiere famille de l'enonce l5.18l la seconde s'en deduit (Remarque l5.191 >. Le feuilletage T 
est alors defini par le champ 

vx((2v+l)x 2 -9y 2 ) d , o 



^((2v+l)x 2 -/); 



4-v dx \ J dy' 

On verifie que A(P) est un carre 

Choisissons une racine v de 2v + 1. A J est associee une trivolution 1 T de la forme f^^-j Wvj) 
{/, = 4xy fvv(2v+ 1)V - (12v 3 +28v 2 + 19v + 4)/y + 2vv(v-2v 2 + l)x 3 / 



+2(6v 3 + 13v 2 + 13v + 4)x 2 y 3 - 3vv(2v + l)xy 4 + (2v 2 - 7v-4)y 5 ) , 
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V\ = 4xy (v(l + 6v + 12v 2 + 8v 4 )x 5 + v(4v 3 - 12v 2 - 15v - 4)x 4 y + 2v(9v 2 - 3v - 4 - 2v 3 )x 2 y 3 

-2(45v 2 + 16v 3 +4v 4 + 8 + 35v)x 3 y 2 + (20v 3 + 16 + 69v + 84v 2 )xy 4 + 3v(4 - 2v 2 + 7v)y 5 ) , 

W = v 2 (2v+l) 2 x 4 -2(2v 3 +25v 2 + 28v + 8)xV + (v-4) 2 y 4 , (J 2 = (2v+ l)x 2 -y 2 , V 2 = (2v+ l)x 2 - 9y 2 . 



6. Conclusion 

Les exemples qui precedent soulevent plus de problemes qu'ils n'en resolvent et on peut degager un certain nombre de 
questions. En premier lieu on peut se demander quels sont les feuilletages associes aux involutions de Bertini ; ont-ils 
des proprietes (dynamiques) speciales ? Dans un autre ordre d'idees nous avons plusieurs fois mentionne la construction 
de 3-tissus associes a certains feuilletages produisant des trivolutions. Le fait que ces 3-tissus soient hexagonaux est- 
il un fait anecdotique ? Enfin il serait interessant de decrire completement la variete des feuilletages de degre 3 qui 
produisent des trivolutions. En particulier quel est son degre ? Est-elle irreductible ? Rationnelle ? 
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